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Die hydromagnetischen Instabilititen des Hohlpincheffektes

Von GUNTHER LEHNER *

Aus dem Institut fiir Plasmaphysik, Garching bei Miinchen
(Z. Naturforschg. 16 a, 700—711 [1961] ; eingegangen am 23. Februar 1961)

The method of normal mode analysis of KruskaL and ScawarzscHiLp is applied in an investigation
of the instabilities of the tubular pinch. The dispersion formula is derived and discussed for the
limits of very large and very small wave numbers k. The cases m=0 and m=1 are evaluated
numerically. One special case (m=0, k=0) is not included in the other-wise general dispersion

formula and is therefore discussed separately.

Der in der vorhergehenden Arbeit! ausfiihrlich
diskutierte Hohlpincheffekt soll hier in bezug auf
seine Instabilitdten untersucht werden.

Die Frage, ob eine Plasmagleichgewichtskonfigu-
ration stabil ist oder nicht, 1aBt sich im wesentlichen
mit zwei verschiedenen Methoden behandeln. Ein-
mal kann man den Energiesatz in Form eines Va-
riationsprinzips heranziehen. Ein Gleichgewicht ist
instabil, wenn es irgendwelche Verriickungen aus
dem Gleichgewicht heraus gibt, bei denen das
Plasma kinetische Energie auf Kosten potentieller
Energie (unter Einschlu der magnetischen Ener-
gie) gewinnt, stabil, wenn es kinetische Energie ver-
liert, und indifferent, wenn diese sich iiberhaupt
nicht dndert. Die Methode geht auf Lunpquist ? zu-
riick, wurde von BernsteIN, FriEMANN, KRUSKAL und
KuLsrup 3 so weit ausgebaut, da} sie praktisch ver-
wendbar wurde und hat sich in einer Reihe von
Arbeiten als sehr fruchtbar erwiesen. Hier soll je-
doch die andere, historisch dltere Methode der Nor-
malschwingungen benutzt werden. Sie geht auf eine
klassisch gewordene Arbeit von KruskaL und
ScuwarzscHiLD zuriick ¢ und wurde seither ebenfalls
hdufig angewandt®®. Sie ist besonders gut dann
brauchbar, wenn man ein Gleichgewicht mit reinen
Oberflachenstromen hat. Dies soll vereinfachend an-
genommen werden.

Ausgehend von einem Gleichgewichtszustand zwi-
schen Plasma und Feldern betrachtet man so kleine
Abweichungen davon, dall man in den Plasma-
gleichungen alle Glieder zweiter oder hoherer Ord-
nung in den Stérungen streichen kann (,,Linearisie-

Dissertationsauszug, TH Miinchen 1960.

G. Lenxner, Z. Naturforschg. 16 a, 548 [1961].

S. Lunpquist, Phys. Rev. 83, 307 [1951].

I. B. Bernstely, E. A. Friemann, M. D. Kruskar u. R. M.
Kuisrup, Proc. Roy. Soc., Lond. A 244, 17 [1958].

M. Kruskar u. M. ScuwarzscuiLp, Proc. Roy. Soc., Lond. A
223, 348 [1954].

PO CIET

rung®). Die Glieder nullter Ordnung heben sich
wegen der Gleichgewichtsbedingungen von selbst
heraus. Es bleibt ein lineares homogenes System
von Diff.-Gln., das sich durch Exponentialansitze
auf ein entsprechendes System von algebraischen
Gleichungen zuriickfiihren 1afit. Dieses bestimmt die
Stoérungen in den verschiedenen, voneinander durch
Sprungflidchen getrennten Bereichen bis auf eine be-
stimmte Anzahl von Konstanten. An den Sprungfla-
chen sind gewisse von KruskaL und ScHwARzscHILD
formulierte Randbedingungen zu erfiillen, wodurch
die noch freien Konstanten bis auf eine festgelegt
werden. Entsprechend der Tatsache, daf} ein homo-
genes und lineares Gleichungssystem nur Losungen
besitzt, wenn die Koeffizientendeterminante ver-
schwindet, ist das Bestehen eines Zusammenhanges
zwischen Frequenz und Wellenldnge der Storung
vorauszusetzen. Das ist die sogenannte Dispersions-
formel. Mit ihrer Hilfe kann man zwischen Stabilitat
und Instabilitdt unterscheiden. Hat man namlich die
Stérung proportional e“’ angesetzt, so sind drei

Falle moglich:

a) w?*>0 und w reell: Die Storung wichst mit
der Zeit exponentiell an (Instabilitat),

b) ®?<0 und w imaginér: Die Storung ist eine
harmonische Schwingung (Stabilitat),

c) w?=0: Grenzfall indifferenten Gleichgewich-

tes.

Allgemein kann man namlich zeigen, daf} der Fall
der sogenannten Uberstabilitit (w komplex) aus
Energiegriinden nicht vorkommen kann 3.
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HYDROMAGNETISCHE INSTABILITATEN DES HOHLPINCHEFFEKTES

1. Herleitung der Dispersionsformel

Zunichst soll nun die Dispersionsformel abgelei-
tet werden. Dies geschieht in Analogie zu KruskaL
und Tuck 8, deren Bezeichnungen zum Zwecke des
leichteren Vergleichs weitgehend beibehalten wur-
den.

a) Grundgleichungen

Es sollen ohne Begriindung und ohne Diskussion
des Giiltigkeitsbereiches (hierzu sei auf Serrzer !0
verwiesen) die magnetohydrodynamischen Grund-
gleichungen in folgender Form verwendet werden:

02 —ixB+eC-Vp (1)
(Bewegungsgleichung)
C+oxB=0 (2)

(Onmsches Gesetz fiir unendliche Leitfahigkeit)
div8=0, (3) divE=4ncte, (4)

rot%=4~nj+,clé _aa%, (5) rot@=—aa? (6)
(MaxweLLsche Gleichungen) ;

22 4 div(ov) =0 (7)
(Massenkontinuitatsgleichung) ;
1 dp _ x de
p dt o dt (8)

(adiabatisches Kompressionsgesetz).

Dabei ist o die Massendichte des Plasmas, v seine Ge-
schwindigkeit und p sein Druck, % das Verhiltnis der
spezifischen Warmen bei konstantem Druck und kon-
stantem Volumen, j die Stromdichte, ¢ die elektrische
Ladungsdichte im Plasma, € das elektrische und B das
magnetische Feld.

Fiir das Vakuum reduzieren sich diese Gleichungen
auf die MaxwerLschen Gleichungen (3) bis (6) mit
j=0 und £=0.

Ferner werden die schon erwahnten Kruskar—
ScawarzscuiLpschen Sprungbedingungen fir die
Grenzfliche zwischen zwei verschiedenen Plasmen
bzw. zwischen Plasma und Vakuum bengtigt. Sie
ergeben sich im wesentlichen durch Integration iber
eine Schicht endlicher Dicke und anschliefenden
Grenziibergang fiir kleine Schichtdicke. Naheres dar-
iber ist bei KruskaL und Scuwarzscuiip ¢ bzw. bei
Kruskar und Tuck 8 gesagt, wo eine zunachst fehler-
haft angegebene Sprungbedingung korrigiert wird.

10 1., Spirzer Jr., Physics of Fully Ionized Gases, Interscience
Publishers, New York 1956.
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Es sei j* die Flachenstromdichte (Strom pro cm),
¢* die Flachenladung (Ladung pro cm?) in der
Sprungflache. Es bedeute

q=3(q;+95)

den Mittelwert irgendeiner beliebigen Grofle ¢ aus
ihrem Wert auf der einen Seite der Sprungflache (g,)
und dem auf der anderen Seite (g,).

'\'L?]qu—'h

sei die entsprechende D1 erenz. SchlieBlich sei 1 der
in das Gebiet 1 hineingericlitele auf der Sprungfliche
senkrecht stehende Einheitsvekt®sund u sei die zu

n parallele Komponente der Geschwindigkeit der
Oberfliche (damit auch des an der Oberfliche be-
findlichen Plasmas), wenn diese sich z. B. bei einer
Stérung des Zustandes bewegt. Mit diesen Bezeich-
nungen gelten dann die folgenden Beziehungen:

i*xB+e €—n[p] =0, 9)
—‘;—':— =nx{nx (Vv) n}, (10)
n-[B]=0, (11) n-[€] =4acde*, (12)
nx[%]=4nr—-éﬂd®L (13)

nx [E] =u[B],

Einige davon — (11) bis (14) — folgen allein aus
den MaxweLLschen Gleichungen und sind aus der
Elektrodynamik bekannt. (10) und (15) sind rein
geometrischer Natur und fiir jede bewegte Ober-
fliche richtig. Lediglich (9) ist fir die Magneto-
hydrodynamik typisch. Als Spezialfall (namlich fiir
V=0, u=0, €=0, ¢*=0) enthalten die Gleichun-
gen die iibliche Bedingung fiir das Gleichgewicht an
einer Grenzflache. Es ist dann namlich

i*xB=n[p] und nx [B]=4=i* (9), (13)

(14) u=n-v. (15)

Durch Elimination von j*, Umformung des da-
durch entstehenden dreifachen Vektorproduktes und
schlieflich skalare Multiplikation der entstehenden
Gleichung mit 1n erhalt man

o (B [B]) +[p] =0

bzw. — wie behauptet — die Gleichgewichtsbedin-
gung

B,2 B,?
o FiPy=o— P

8x

(16)

Bei der hier betrachteten Anordnung hat man einen
Hohlzylinder aus Plasma, dessen beide Mantelfla-
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Abb. 1. Gleichgewicht beim Hohlpincheffekt (® in die Pa-
pierebene hinein, (*) aus ihr heraus).

chen von Flachenstromen durchflossen sind. Inner-
halb und auBlerhalb befindet sich je ein koaxial an-
geordneter Riickleiter aus Kupfer. Zwischen Riick-
leitern und Plasma befindet sich Vakuum. Mit den
in Abb. 1 definierten Groflen hat man nach (16)
zundchst (d. h. vor dem Auftreten von Stérungen)
die beiden Gleichgewichtsbedingungen

sz2 o Bva? B'ra?

P 8 8x 8x ' (17)
2 2 o8
wnd  pr =Tl (8

Es sei noch der uneinheitlichen Schreibweise wegen
bemerkt, daB unter (\/b)n in (10) das dyadische
Produkt \/b als Operator angewandt auf 1 zu ver-
stehen ist, wobei aber n nicht differenziert wird, d. h.

n,(dv,/3z) +n,(3v,/dx) + n,(v,/3x)
(Vv)n={n,(dv,/dy) +n,(3v,/3y)+n.(dv./y)
n,(9v,/dz) +n,(dv,/3z) +n,(3v,/dz)

b) Linearisierung der Grundgleichungen

Es werde nun ein Plasma betrachtet, das durch
eine Sprungfliche von einem anderen Plasma oder
von einem Vakuum getrennt ist. Es herrsche Gleich-
gewicht. Alle fiir dieses Gleichgewicht kennzeichnen-
den Groflen seien durch einen Index Null gekenn-
zeichnet: gy, By, po, jo© (Ve=0, €;=0, j,=0,
£9=0). Nun wird dieses Gleichgewicht gestort. Alle
gestorten Grolen werden aus den ungestorten Gleich-
gewichtsgroBen und den als klein betrachteten Sto-
rungen zusammengesetzt:

B-B,+B.

Dies setzt man in die Gln. (1) bis (8) ein, und alle
Grofen zweiter und hoherer Ordnung in den Stérun-
gen werden vernachldssigt. Die Tilde ~ soll wieder
weggelassen werden, da nur Gleichgewichtsgrofen
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und Storungen vorkommen. Man erhalt

% %:zjx%o—Vp, (19)
C+uxB,=0, (20) div8=0, (21)
divE=4ncle, (22)
: 1 3€ \ B
—4; =¥ it = =~
rot B 4"!]+CE 5 (23) 1oLt € at’(24)
% o divh=0, (25) -L3%_ %3 (9

ot Po Ot 0, Ot
Die an sich schon linearen MaxweLLschen Gleichun-
gen bleiben von dieser Linearisierung natiirlich un-
beriihrt. Alle iibrigen, zundchst nichtlinearen Glei-
chungen jedoch sind veridndert. Konsequenterweise
werden auch die Randbedingungen linearisiert, und
man erhalt aus (9) bis (15)

jo* X B +i* xBy=nlpy] +1elpl. (27
(:: =1y > {ny x (V 1)1y}, (28)

n[Be] + 1,[B1=0. (29) 1ny[E]l=47nc2e*, (30)
Ny x [Bl +ux [By] =4xj*, (31)
nyx [€] =u[B,]. (32) (33)

u=1yD.

c¢) Storungen im Vakuum und stabilisierender

EinfluB der Riickleiter

Da es sich hier um ein zylindersymmetrisches
Problem handelt, werden Zylinderkoordinaten r,
@, z eingefithrt, um die elektrischen und magneti-
schen Storfelder im Vakuum zu berechnen. Der Zy-
linder wird als unendlich lang betrachtet.

Zunachst ist es notig, die von den als unendlich
leitfadhig betrachteten Riickleitern herriihrenden
Randbedingungen zu diskutieren. Infolge der un-
endlichen Leitfahigkeit konnen in die Rickleiter
weder elektrische noch magnetische Stérungen ein-
dringen, da sie sofort durch entsprechende Strome
und Ladungen aufgehoben werden. Das spielt keine
Rolle fiir die zur Riickleiteroberflache parallele Kom-
ponente der magnetischen und die dazu senkrechte
Komponente der elektrischen Storung. Die eine fiihrt
zu einem Flachenstrom, die andere zu einer Flachen-
ladung. Dagegen miissen aus Stetigkeitsgriinden die
zur Oberfldche senkrechte Komponente der magneti-
schen und die dazu parallele Komponente der elek-
trischen Storung verschwinden, d. h. fiir

r=R, (Ry=R; oder R,) mul} gelten
B.(Ry) =0, Ez(Ry) =E.(Ry) =0. (34)(35)
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Weil also die Komponenten B,, E,, E, von den
Riickleitern sozusagen festgehalten werden, haben
diese einen stabilisierenden EinfluB auf das Gleich-
gewicht. Die beiden Bedingungen (34) und (35)
sind nicht unabhéngig voneinander; (34) ist eine
Folge von (35).

Man hat nun aus (21) bis (24) unter Beriicksich-
tigung von (34) und (35) die Vakuumstorungen
zu berechnen. Man kommt zu linearen und homo-
genen Diff.-Gln., deren Koeffizienten nur von r ab-
hingen. In bezug auf ¢, z und ¢ macht man deshalb
einen Exponentialansatz und separiert die Variablen:

C(r,p,2,t) =C(r) exp{imp+ikz+wt},

B(r,p,z,t) =B(r) exp{imp+ikz+wt}); (36)

m ist aus Eindeutigkeitsgriinden irgendeine ganze
Zahl, und k ist die Wellenzahl der Storung in bezug
auf die z-Richtung, also die reziproke Wellenlédnge,
bis auf den Faktor 2 7, k=2 a/Z. m =0 kennzeich-
net rotationssymmetrische Losungen, m =1 bedeu-
tet, daf} die Storung auf dem ganzen Umfang gerade
eine Periode hat usw. Man kann also die Storungen
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nach den beiden Groen m und k klassifizieren. Beim
einfachen Pincheffekt ist diese Klassifikation bereits
eindeutig. Bei dem durch zwei Oberflichen gekenn-
zeichneten Hohlpincheffekt ist dies noch nicht ganz
der Fall. Zu jedem m und k gibt es noch zwei we-
sentlich verschiedene Storungstypen, die nicht gleich-
zeitig stabil bzw. instabil sein miissen. Zu jeder sta-
bilen Storung gehort eine ganze Mannigfaltigkeit
von Frequenzen, eine Grundschwingung mit ihren
nicht harmonischen Oberschwingungen. Zu jeder in-
stabilen Storung jedoch existiert nur eine einzige
Wachstumsrate.

Die Diff.-Gln. fiir €(r) und B (r) lassen sich auf
die BesseLsche Diff.-Gl. zuriickfiihren. Sind 7,, und
K,, die modifizierten BEesseL-Funktionen und fiihrt
man als neue Variable

(37)
(38)

o=ar
a=|VE+ (¥,

so erhalt man mit zunachst noch willkiirlichen Kon-
stanten 4 und B

ein, wobei

_ k ’ _Kw(@Ry) 4 _mlw B[ __ Km(aRy) ]
B~ [ [k (o) - RmE R 1 (o) Ko (o) =228 1, (o)
_ w, "(0) — Km(aRo) 4 _ f‘,‘,[ _ Km @Ry y ]
Bo= 2 B|Ka (o) — 2001,/ (o) - 2F 7 |Km(0) = T2 20 In(o)|,
B,= A[K (o) - 229 (o).
_ k . Km(ﬂ“L miw A _ Kw/(aRy) ]
E,= l.aB[Km(e) el I (@) + 252 7 [Knle) - el L@, (39)
_ o ’ Km'(aRy) 7+ mk B Km(a Ry)
Eom = AR @ =R 1 @+ 7 (Kt = SrlRs 1n(@)],
_ Km(a Ro)
E.~B[Kn(o) = K= 1, (o).
Der Strich * bedeutet hier wie im folgenden Ablei- Plasma typische Geschwindigkeiten auf, die
tung nach dem Argument der Funktion. Dafl die Schallgeschwindigkeit 5% =3 po/0y (40)
Randbedingungen (34) und (35) erfillt sind, ist ) , " s 1
den GIn. (39) unmittelbar anzusehen. Eine Ver- und die Arrvey-Geschwindigkeit
wechslung von ¢ mit der Dichte kann nicht vorkom- h* =B, *[4 7 . (41)

men, da diese nie als Argument von /,, oder K,, auf-
taucht.

d) Stérung im Plasma

Nun handelt es sich um die Lésung der Gln. (19)
bis (26). Wieder erhilt man lineare und homogene
Gleichungen, deren Koeffizienten lediglich von r ab-
hiangen. Die Losung erfolgt durch Separation der
Variablen analog (36).

Neben der Lichtgeschwindigeit treten zwei fiir das

Es ist niitzlich, folgende Abkiirzungen zu verwenden:
52 = k2 + (w2/32) s
2=k + (0¥/c2) + (w?/h2),
2=k 4 (w?s?) + (w2[h2).
Diese GroBen vertreten die im Vakuum vorkom-
mende GroBe a . Mit der neuen Variablen

o=(En/0)r (43)

erhilt man dann fiir die Storungen von Druck, Ge-

(42)
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schwindigkeiten, Feldern usw. im Plasma

p=P; K (o) +P, Im(0), pE=r=
EC
vp=— Z)«do—?;p v,p:
B 1
- iﬂ,fp;, i E,=—"
W 0y 7 r
_kBntl _
T oiween T ¥
~__im(1_:i> —
Ir= Bzp n? P T

e) Die Dispersionsformel

Nun sind alle Voraussetzungen zur Ableitung der
gewiinschten Dispersionsformel gegeben. Man hat
die Losungen (44) im Plasma und (39) im Vakuum
unter Beriicksichtigung der linearisierten Randbedin-
gungen (27) bis (33) an den beiden Grenzfldchen
aneinanderzufiigen. Es ist dabei zu beachten, daf}
diese Grenzflachen selbst gestort sind, d. h. man hat
die Randbedingungen nicht an den Stellen r; bzw. r,

zu betrachten, sondern an den Stellen r;+r; bzw.

ra+r,. Wieder werden jedoch nur Terme erster
Ordnung beriicksichtigt. Mit ro=r; oder r, ist fir
eine beliebige physikalische Groe Q unter Vernach-
lassigung des Gliedes zweiter Ordnung:

Q(ro+1) =Q(rg) +Qy (rg) .

Dies spielt nur dann eine Rolle, wenn die ungestorte
Grofle Q, bereits von r abhangt, was nur fur die
azimutalen magnetischen Felder zutrifft. Dabei ist zu

beachten, daf}

(45)

~

r=v/w.

(46)

Betrachtet man nun die Gln. (27) bis (33), so kann
man u mittels (33), |* mittels (31), ¢* mittels (30)
und 1 mittels (28) eliminieren. Dann gewinnt man
aus der azimutalen Komponente von (32) die Kon-
stante B
B=By £¢ Py K’ (00) +Ps I (0¢)

® 0y Km(09) — [Km(a R) /Im(a Ry)] Im(eo()47

unter o, ist je nach der betrachteten Oberfliche o;
oder g, zu verstehen. Dasselbe gilt auch fiir g, und

#0. Unter Verwendung von (47) gewinnt man A
aus der longitudinalen Komponente von (32)

e aé ( bt B:;mk)

@* Qg7
~ PiKw/(9¢) +Ps I (0y)
Km (Oo) —[Kn'(a Ro)/lm (a Ry)] I ( 00)

(48)
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mit den beiden noch willkiirlichen Konstanten P; und P,

Q‘LP’ =0
Z Po
_imé 1 po— ik
WO T P ‘ w@op’
B &
wl S E.=0 (44)
W 0y 7
kBygmct 1 B,— B2&
Wy n? T T oty
ﬂi( i) -
sz: 1 ’72 p jz=0.

Gl. (29) und die azimutale und longitudinale Kom-
ponente von (27) sind dann automatisch auf Grund
der Gleichgewichtsbedingungen erfiillt. Nur die ra-
diale Komponente von (27) liefert eine weitere
Bedingung:

{P1Kn(0)) +Pyln(op) } B2T07E

2
B,y E

{1+(Bw0 ary+ ﬁ) Fu(arg,aRy)

+ (;wc_)z Gnlarg,a Ro)}

AP, K/ (09) + P31/ (00) } -
Zur Abkiirzung wurden die beiden Funktionen F,,
und G,, eingefiihrt:
Fy(ary, aRy) (50)
1 Km(ar) —[Km'(a Ry)/Im’"(a Ry)] Im(aro)
ary Km'(arg) —[Km (@ Ry)/Im' (@ Ry)] I (arg) ’
(51)

Kn'(a 7o) — [Km(a Ro)/Im(a Ro)] In (a T)
O Km(are) —[Km(a Ry)/Im(a Ry) 1 Im(ary)

(49)

Gn(ary, aRy)

=ar,

Zur spiteren Verwendung sei bemerkt, daf}

F,,I(:zro, aRo)Ro—wo:(l/a To)[Km(aro)/Km,(a ’0)]a
(52)

Fn(arg, aRy) r—o=(1/arg) [In(are) /I (aro)].
(53)

Gl. (49) ist die Dispersionsformel fiir eine Kon-
figuration, die aus einer Plasmaoberfliche (r,) und
einem Riickleiter (R,) besteht. Fiir ro<R, und
P;=0 entsteht darauf die Dispersionsformel des
normalen Pinches, der als Spezialfall (Byo— 0) auch
die des azimutalen Pinches enthilt. Fiir ro> R, und
P, =0 dagegen entsteht die Dispersionsformel des
ins Unendliche reichenden Antipinches. Reicht der
Antipinch nicht ins Unendliche, dann kann man je-
doch nicht Py =0 setzen. Man hat dann das Verhalt-
nis P,/P; durch eine zusitzliche Randbedingung fest-
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zulegen. Hat man als Begrenzung etwa eine ideal
flexible Wand, so ist dort p=0 zu setzen, im Falle
einer starren Wand v, =0 usw.

Im Falle des Hohlpinches nun muf} (49) gleich-
zeitig an der inneren (0—7) und an der dufleren
Oberfliche (0— a) gelten. Denkt man sich beide
Formeln hingeschrieben, so hat man zwei lineare
und homogene Gleichungen fir P; und P, . die das
Verhiltnis P,/P, bestimmen. Sie haben nur Losun-
gen, wenn die Koeffizientendeterminante verschwin-
det. Dazu werden die Variablen
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eingefiihrt. Ferner wird zur Vereinfachung
Byi= —Bya=B, und B.\i=B..a=B.: (55)

gesetzt, was eine Beschrankung der Allgemeinheit
bedeutet. Mit den dimensionslosen Feldern

ap = sz/B¢ ) Ay = Bzv/B';‘ ) (56)
den dimensionslosen Radien
P:ri/ras QzRi/rae R:Ra/ra’ (57)

(R>1>P>Q),

unter Vernachldssigung aller 1/c? proportionalen

y=|k|r., W=wrys (54)  Glieder und mit den Abkiirzungen
geo,= 15, _ VTP i x(tar—ap) fap® Vy*+ B (58)
¢ VL WL W2 § 2 (1+ av’— ap?) Jag®

—_— VP + W2 3 x(1+av®—ap®) [ap®* V> + WP+ W § % (1+av®—ap?) fap? (59)

Vy*+ W2

erhdlt man dann

{zPI,(Pz) -1,/ (Pz) [1+ (ayy Pt m)2F,(y P,y Q)]}

{zKn(z) =K, (@) [1+ (—ayytm)?F,(y,y R)]} (60)

—Azlp(z) - L) (x) 1+ (—ayyEm)2F,(y,y R)]1}
{zPK,(Pz) —K,)(P2)[1+ (ayyPEm)2F, (y,P.yQ)]}=0.

2. Diskussion der Dispersionsformel in einigen Grenzfillen

a) GroBe Wellenzahlen

Fiir grole Argumente sind die modifizierten BesseL-Funktionen K,, und /,, im wesentlichen Exponential-
funktionen: ‘

R - s

o) = (1= 2L Gntsbnte )
K,,,(x):Vz/‘z?e—z(lM"::l _<4m2;1()8<:)r2n2+9)_ ) (61)
Km%x)=-—VaE;e‘%l+‘h§:3ﬁ—mnﬁ;}giqum e an

Die Parameter R und Q spielen also keine Rolle
mehr.

Gl. (60) 1aBt sich nun als Produkt schreiben, d. h.
man erhélt zwei Dispersionsformeln fir zwei ver-
schiedene Storungstypen, entweder ist

Da P <1, braucht man dann in (60) nur noch die
Terme

Kn(Pz) I,(2), Ky (Pz)In(2),
und K, (P2z) I, ()

Kn(P2) I (z)

die sich wie e*17%) verhalten, beizubehalten, die Inm(z) 1 Km(y)
? i m = (—a.yt 2 2 Bmy)
iibrigen verhalten sich wie e 71 7P) z I’ (z) 14— By = Yy Kn'(y) ader [63)
Ferner ist dann wegen P> (Q bzw. R>1 Kn(P2) _) . (2. Py + m)? 1 InP) (64)
Fn(yP.yQ) = (1/yP) [In(y P)/In'(y P)], Kn' (P ) Ty P Ih R

Fn(y,y R) = (1/y) [Kn(y) /Kn' (y)]. (62) Nach (49) und der dazu gemachten Bemerkung han-
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delt es sich um die entsprechenden Grenzfille der
Dispersionsformel des Pinches (63) und des Anti-
pinches (64). Man kann also sagen, dal} fiir geni-
gend grofle Wellenzahlen (geniigend kleine Wellen-
lingen) zwei Arten von Storungen auftreten: Die
eine entspricht den Storungen des normalen Pinch-
effektes, dessen Oberflache die AuBenflaiche des Hohl-
pinches ist. Die Innenfliche hat keinen Einfluf.
(63) ist darum auch von P unabhingig. Die andere
entspricht den Stérungen des Antipinches, dessen
Oberfliche die Innenfliche des Hohlpinches ist. In
diesem Falle hat die AuBlenfliche keinen EinfluB.
Anders ausgedrickt: Die beiden Oberflachen des
Hohlpinches erscheinen in bezug auf sehr kleine
Wellenlidngen voneinander entkoppelt. Jede Ober-
flache verhilt sich, als ob die andere nicht vorhan-
den wire.

Nun soll der einfachste Fall a, =a, =0 betrachtet
werden. Dann ist nach (59)

e VLT

und nach (60)

z=3x W2[Vy2+ W2,
Im(2)

Da nach (61) I @) =14+ (1/22)... (65)
Km(x) _ _
und Kol ) L41(1/2) o eny (66)
erhalt man aus (63)
W2=3y+<32_3,”{il>... . (67)
P % x

Man findet also Instabilititen, deren Wachstums-
raten mit zunehmender Wellenzahl y zunehmen, mit
zunehmendem m dagegen abnehmen. Dieses Verhal-
ten ist vom linearen Pinch her bekannt. Aus (64)

ergibt sich analog
2m*+1 )}
i

1 2 2
re (e i
Es handelt sich also um stabile Schwingungen, deren
Frequenz mit zunehmender Wellenzahl und mit zu-
nehmendem m wachst. Tatsachlich ist ja der Anti-
pinch fiir alle m und £ stabil.

Nun sei der Fall a, &0, a, =0, allerdings nur
in bezug auf die Grenzen zwischen Stabilitdt und In-
stabilitat, diskutiert, d. h. es sei W =0 gesetzt. Dann
ist nach (58) und (59)

z=y,

(68)

(69)

z=a,%y.
Aus (63) ergibt sich so bis zur ersten Ordnung
o= -2+ (62X 2ma,+1)fy. (70)
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Ist ay? grofler als dieser Wert, dann ist das Gleich-
gewicht stabil, ist er dagegen kleiner, so ist es in-
stabil.

Aus (64) ergibt sich wiederum bis zur ersten
Ordnung

ap?=—a>— (e’ 2ma,+1)/yP. (71)

Dieser Wert ist stets negativ, d. h. das Gleichgewicht
ist stets stabil auch ohne die Uberlagerung eines
longitudinalen Feldes.

Unter Verwendung von (46) und (44) laBt sich
das Verhaltnis der radialen Verschiebung der beiden
Oberflachen durch die beiden Storungstypen berech-

nen. Im einen Fall erhilt man aus (63)

rafri~et P L <y (72)
im anderen aus (64)
rafri~me ?07P) T Ly (73)

Dies ist so zu interpretieren, dafl die Storung von
einer Oberfliche ausgehend zur anderen hin expo-
nentiell abnimmt, wobei die Eindringtiefe von der
GroBenordnung der Wellenldange ist. Das ist auch
anschaulich zu verstehen. Zum Ausgleich einer von
einer der Oberfliche ausgehenden Stérungen sind
stets Bewegungen von Massen erforderlich, die sich
iiber ein Gebiet von einer Dimension der Wellen-

lange erstrecken (Abb. 2). Auch die Unabhangigkeit

Plasma
/ I

aj b)

\ N

Abb. 2. Storung der Oberfliche fiir kleine (a) und groBe (b)
Wellenzahl k.

von R und Q erkldrt sich auf analoge Weise. Die
Riickleiter haben keinen stabilisierenden Einflu} auf
Stérungen sehr kleiner Wellenldnge, da auch die Sto-
rungen im Vakuum dann nur geringe Eindringtiefe
haben. Die Kopplung zwischen den Plasmaoberflé-
chen und den Riickleitern ist gering.

b) Kleine Wellenzahlen

Nun sei die Grenze zwischen Stabilitait und In-
stabilitat fiir kleine Wellenzahlen behandelt. Zu-



HYDROMAGNETISCHE INSTABILITATEN DES HOHLPINCHEFFEKTES

nachst sei der Fall m = 0 betrachtet. Der Einfachheit
halber wird nur die niedrigste Ordnung beibehalten:

Iy(y) =1, Ky(y)=—- (v+Iny/2), (74)
Iy (y) =y/2, K (y)=—(1/y), wo »=0,57721.
(75)
Aus (50) und (74) ergibt sich
Fo(yP,y Q) = (2/y*) [1/(P*—Q?) ],
Fo(y,Ry) = (2/y®) [1/(R*-1)]. (76)

Im Unterschied zum vorigen Abschnitt (grole Wel-
lenzahlen) ist hier ein EinfluB der Riickleiter auf
das Stabilitatsverhalten vorhanden. Fir W =0 gilt
wiederum (69).

Setzt man all dies in (60) ein, so ergeben sich
zwei verschiedene Losungen, ndamlich

e_ 1 g,},‘,“i_]
T T FPha/P) {[ 1- (Q¥P) (7D
_p2lyp_ 2a® |
P [l Rz—lh bzw.
1 2 ay? 2 ay®
|7 Gl
ap _% 1 2 a2 2 (78)
s [1 + ,,f,ﬁ",,,,,,}_ P [1 _ 2o
P 1— (Q%/P?) R2—1

In beiden Fillen fiihrt die Erhohung von a, oder Q
bzw. Erniedrigung von R zu einer Erniedrigung von
ap?. Das heiBt, die Erhohung des Vakuumfeldes
oder das Naherriicken der Riickleiter hat einen sta-
bilisierenden EinfluB. (77) gibt stets negatives a,2,
was keiner Instabilitdt entspricht. (78) dagegen lie-
fert fiir nicht geniigend grofe a, positives a,%. Ein
entsprechendes Feld mufl man dann anlegen, um die
Instabilitat gerade zu unterdriicken. Fir a,=0 ist
iibrigens wie beim normalen Pinch7 a,2=3%.
Fiir m = 1 dagegen ist

In(y) = (1/m!) (y/2)™,
L/ (y) =(1/(m—1)!) §(y/2)"1,
Kn(y) = (m—-1)!%(y/2) ™,
Ky (y) = —m!§(y/2) ™1,
Damit wird
Fu(yP,y Q) = (1/m) - (P2™+ @F™)[(P2™— @B™),
Fu(y,yR) = — (1/m) - (RB™+1)/(R?™—1),

(79)
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und man erhalt aus (60)
e (1
i ,Il;f (%ﬁ%) (l +m 2;:—4_“—322) (81)
~ 5 (1= ey (L +m e am) =0

Fir groe m hat man eine @hnliche Situation wie
fiir groBe Wellenzahlen. Wegen P<1, R>1, P>(Q
erhilt man namlich

l+m> —0.

2 m(l—m) 2 P 1lTrm
(ap Y= ‘7—)<“p ¥—+ P
Wieder haben die metallischen Riickleiter keinen

Einflul und wieder kann man separieren.
Entweder ist

(82)

ap?=—m(m—1)[y? (83)
oder a2= —m(m+1)/y*P2. (84)
In beiden Faillen hat man als Stabilitat. (83) er-

gibt sich auch fiir kleine ¥ und grofie m im Falle des
normalen Pinches, (84) ebenso im Falle des Anti-
pinches. Wieder sind also die beiden Oberflichen
voneinander entkoppelt. Der Grund dafiir ist der-
selbe wie frither. Es handelt sich jetzt lediglich um
die azimutale Wellenlinge, A=2xr/m, die klein
wird, wenn m grof} wird (Abb. 3).

Abb. 3. Storung z. B. der duBleren Oberfliche fiir m=1 (a)
und grofle (b) azimutale Wellenzahl m.

Aus (83) bzw. (84) ergibt sich, daf} die Stabili-
tdt mit m zunimmt. Zu der hier diskutierten Separa-
tion ist lediglich nétig, da3

Q1+PP™/1-Pm) -1

geht. Dies ist bei gegebenem m um so besser erfiillt,
je kleiner P ist. Dies ist anschaulich klar. Je kleiner
P ist, desto weiter sind die beiden Oberflichen von-
einander entfernt.

Ist m nicht grof}, so hat man Gl. (81) zu disku-

(80) tieren. Sie hat zwei Losungen
z __ m [(1+P2m\[1 ko . it R2m+1
BT T gy {(I—Pﬁm)[W (m P2m—Q2m +1>+ (”‘ R2m—1 1)] (85)
14+P2m\2[ 1 P2m4Q2m R2m 1 2 4 pP2m4-Q2m R2m 41
£ V(7 75 (m Pamtgom +1)+ (m fomey ~ 1) = 75 (m Famzgen +1)(m Remy U}
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Fir alle m und alle endlichen Werte von R sind
beide Werte, of, und a},. negativ. Es handelt sich
um zwei stabile Schwingungsarten. Lediglich im
Falle m =1 und fiir R— ~ ergibt sich
aaz—(Uf»[u+P%M1—Wu-DMW—?%]
86)

(87)

Man hat also eine stabile und eine indifferente Sto-
rung. Das trifft aber nur in dieser niedrigsten Ord-
nung der Ndherung zu. Um eine Aussage iiber das
tatsachliche Verhalten der zunichst indifferenten
zweiten Stérung zu gewinnen, mufl man die Ent-
wicklung zu hoheren Ordnungen weiterfiihren. Man
erhalt dann

o2, = £ (2a,/y) - (1—P2)/(1 +P2)

2
und ap,=0.

(88)

bzw. wenn auch o, =0 in der wiederum niachsthche-
ren Ordnung

aj,=—(v+Indy)-(1-P?)/(1+P2). (89)

In (88) bezieht sich das positive Vorzeichen auf
positive Wellenzahlen, das negative Vorzeichen auf
negative Wellenzahlen. Vom Vorzeichen von £ hingt
der Schraubensinn der Storung ab. Umgekehrt ist
auch durch das azimutale Feld zusammen mit dem
iiberlagerten longitudinalen Feld ein Schraubensinn
ausgezeichnet. Die Storung desselben Schrauben-
sinnes ist die instabilere, ein Effekt, den man auch
beim normalen Pinch findet. Der physikalische
Grund ist, da} die Storung instabiler ist, die eine
geringere Verlidngerung der magnetischen Kraft-
linien erfordert. (88) zeigt, dal man auch durch
beliebig groBe o, keine Stabilisierung erreichen
kann, wenn man nicht den duBleren Riickleiter zu
Hilfe nimmt. Dariiber hinaus ist zu beachten, daf}
wegen der Gleichgewichtsbedingung

al)2 F (8 7 p/BGQ) =1+ a‘-2,

d. h. a? <1+ a,2

sein muf}. Ferner folgt aus (88), dall das Vakuum-
feld die Instabilititen fordert. Es ist am besten
a, =0 zu machen. Dadurch werden die Instabilitaten
zwar nicht beseitigt, wie sich aus (89) ergibt (y <1,
Iny <0). Immerhin wird die Divergenz von o,
schwacher (n@mlich logarithmisch).

Die Fille m=0 und m =1 muflten getrennt be-
handelt werden. Dies hat zunichst formale Grinde,
wie man an den ersten Gliedern der Reihenentwick-
lungen (74) bzw. (79) sieht. Dahinter steckt aber
ein wesentlicher physikalischer Unterschied. Ver-
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gleicht man z. B. die Formeln (77) und (78) mit
(85), so fallt daran auf, daB ein longitudinales Va-
kuumfeld a, in der hier behandelten niedrigsten
Ordnung wohl einen stabilisierenden Einfluf auf
m = O-Instabilitdten hat, nicht aber auf m=1-In-
stabilitaten. Woran liegt das?

Der stabilisierende Einfluf} der iiberlagerten lon-
gitudinalen Felder hat zwei verschiedene Griinde.
Einerseits mufl Energie aufgewandt werden, wenn
die Kraftlinien gekriimmt und dadurch verldngert
(gespannt) werden; andererseits mufl Energie auf-
gewandt werden, wenn ein Feld komprimiert wird.
Von der Kriimmung der Kraftlinien rithrt der Ein-
flul} her, den das longitudinale Vakuumfeld im Falle
groBler Wellenzahlen hat. Im Falle kleiner Wellen-
zahlen jedoch spielt dieser Effekt in der niedrigsten
Ordnung keine Rolle. Es kommt dann auf Volumen-
dnderung bzw. Querschnittsdanderungen an. Dadurch
nun unterscheiden sich die m = 0-Stérungen von den
ibrigen Storungen, dal} sie allein mit solchen An-
derungen verkniipft sind.

c¢) Der Sonderfall m=0,k=0

Der Fall m=0, k=0 bedarf einer besonderen
Behandlung. Er ist in (60) nicht enthalten. Es han-
delt sich u. a. um die frither ! diskutierten Schwin-
gungen, und ein Vergleich der dortigen Ergebnisse
mit denen einer magnetohydrodynamischen Behand-
lung erscheint interessant.

Der Verschiebungsstrom sei von Anfang an ver-
nachldssigt. Dann erhélt man fiir die Stérungen im
Vakuum mit den Integrationskonstanten A, B und C

B,=0, B,=B/r, B.=A4, E,=C, (90)

Ey= (w0 A/2)- (RZ—r?*)[r, E,=wBln(r/R,),
und fiir die Stérungen im Plasma
p =Py Ky(0) + Py Iy (0),

vr= — (VA2 +55/005°) P'.
E,=E.=0. Ey=—By(VA*+5%005*) P,

=0,

v'l‘:vz:Os

B,=B,=0, B.= (sz/QO 5%) P
3 : . w h?
Jr=ia=0 o= = g OD)
wo o=wr/Vh*>+s>. (92)

Der Normalenvektor ny+1 ist bei einer Storung
der hier diskutierten Art ungestort, d. h. es ist stets

n=n=0. (93)
Dadurch vereinfachen sich die linearen Randbedin-
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gungen (27) bis (33) zu
jo" X B +i*xBy=n,e[pl. (94)
M[B] =0, 1y[C]=4ac?e  (95)(96)
no X [%] = 4'-7! i*, no X [(‘S] =‘(n0 D) [%0]. (97) (98)
(95) ist automatisch erfiillt, da das magnetische
Storfeld nach (90) keine radiale Komponente hat.
(96) legt lediglich ¢* fest und braucht nicht beach-

tet zu werden. Mit Hilfe von (97) wird {* aus (94)
eliminiert. Benutzt man noch, da8 wegen (13)

Jo* = (1/47) 1y < [Bo] (99)

ist, so erhdlt man als radiale Komponente von (94)
— die beiden anderen Komponenten liefern nichts —
nach einigen Umformungen und wegen

My B =1y By =0 schlieBlich
(1/47) {([Bs] B) + ([B]By) } +p=0. (100)
Setzt man die entsprechenden Feldgroflen ein, so
ergibt sich
1 {B@nzbﬁ-(o’o)
S 5% 5

i Bzp* p(0)
4n wr, 0 8%

—AB,y—BB"l (s, =0.
To f

(101)

Die beiden Konstanten 4 und B bestimmen sich aus
der letzten noch tibrigen Gl. (98) zu

= 2Bty i) — Boovr(0)  (102)
w(Ry2—ry?) wIn(R/ry) *
Insgesamt erhalt man aus (101) und (102)
h? 2 ay? 1,2 1 N\
% P(Go) = ap®(s*+h?) (Rog_’tf2 In (Ry/ro) 1>P (60)
=0. (103)

Aus der entsprechenden Gl. (49) erhilt man fiir
m=0 und £t — 0 die Gl. (103) nur bis auf das
Glied 1/In(Ry/r,), weshalb die gesonderte Behand-
lung nétig ist. Man hat nun Gl. (103) gleichzeitig
fir die dullere und die innere Oberfliche anzuwen-
den, was zwei homogene und lineare Gleichungen
fiir P, und P, ergibt, die nur l6sbar sind, wenn
P2 [Ky(Pz) Iy(z) — Ko (2) [y(Px)]
+T.Px[K) () Iy(Px) —Ky(Px) I, (2)]
+Ti2[Ky(x) Iy (Px) — Ky (Px) I,(x)]
+T;T.[Ky (Px) Iy (z) =K, (%) I,/ (Px)] =0,

(104)

wo P=ri/ras x:oa=wra/l/s2:i-7l7é,
o e
Y ap(st4h?) ri® —Ri® In(ri/Ri) )
j3] 2 av2r,? 1 -
T. — (1_ 1 N __) g 10
2T ap*(st+h?) Ra2—r,? In(Ra/ra) (105)
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Die Losungen der Gl. (104) lassen sich formal als
Funktion der drei Parameter T;, T, und P schrei-
ben:

r=2(T;,T,,P) (106)
bzw D s h2+s? G2 (sz2/4' T 0,) + (% Po/@o) 1.2
: ra? a2
und fiir »x =2
w2 = Po+ (Bzp?/8 7). ra®—ri? 2a22~ l’pi(&gz/ig ) .
7 0y (ra®—ri%) ra? aM
(107)

Das ist genau die frither! fiir die Frequenzen ge-
fundene Form. Allerdings ist zu beachten, daBl in
der Definition von @ eine Verschiedenheit um einen
Faktor i besteht. Man kann zeigen, dal (104) nur
imagindre Losungen z besitzt, d. h. dal die Stérun-
gen m =0, k=0 stabil sind. Dies liegt an dem zu-
sitzlichen Term 1/In(Ry/ry), der bereits erwahnt
wurde. Anschaulich ist es so, daf} bei einer Storung
der Plasmaoberflache eine longitudinale Spannung
induziert wird, die einen Strom hervorruft, dessen
Magnetfeld eine ricktreibende Kraft erzeugt. Hier
liegt auch der Grund dafiir, dal man die Stérung
m =0, k=0 nicht aus der allgemeinen Dispersions-
formel gewinnen kann, indem man die Grenze m =0,
k— 0 betrachtet. So klein man k auch macht, immer
bleibt die Storung periodisch. Damit ist auch E,
periodisch, und die longitudinale Spannung ver-
schwindet zusammen mit der von ihr stammenden
rucktreibenden Kraft. So ist also das Verhalten von
m =0-Storungen fiir unendliche Wellenldnge prin-
zipiell von dem fiir beliebig grole Wellenldngen ver-
schieden. Es gibt eine Vielzahl von Losungen, die
man mit den beiden Grundschwingungen und deren
Oberschwingungen identifizieren kann. Die Frequen-
zen der Oberschwingungen sind dabei allerdings
keine ganzzahligen Vielfachen der Grundschwin-
gungsfrequenzen, da es sich hier um Besser-Funk-
tionen und nicht um Winkelfunktionen handelt.

Gl. (129) enthalt als Spezialfdlle den linearen
Pinch,

01y (09) =Taly (0), (108)
den Antipinch
a5 Ko (99) =T Ky () (109)
und den azimutalen Pinch
09 Iy (09) + m;pfolf-‘;;;;—“:}? . 1y (0y) =0.
(110)

So wird verstandlich, daB sich in allen diesen Fallen
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die Frequenzen der Kompressionsschwingungen
ebenfalls in der Form (107) ergeben.

3. Einige numerische Ergebnisse

Bisher wurden nur Grenzfille der Dispersions-
formel diskutiert, namlich die sehr grofler und sehr
kleiner Wellenzahlen. Im Bereich mittlerer Wellen-
zahlen ist man auf numerische Rechnungen angewie-
sen. Um den Rechenaufwand in Grenzen zu halten,
wurde nur das indifferente Gleichgewicht W =0 un-
tersucht (d.i. die Grenze zwischen Stabilitdt und
Instabilitat), und zwar im ungiinstigsten Falle Q =0
und R— ~ . Mit W' =0 gilt (69) und man kann
(60) als quadratische Gleichung fiir a,? auffassen.
Sie hat zwei Losungen, von denen eine stets negativ
ist. Dies bedeutet, da} die zugehorige Storung stabil
ist, so daf} diese Losung nicht weiter interessiert. Die
zweite Losung kann positive oder negative Werte an-
nehmen. Ein positiver Wert bedeutet, dafl man ein
entsprechendes Feld anlegen muf}, um die Instabili-
tat gerade zu beseitigen. Um die Stoérung stabil zu
machen, bedarf es dann eines Feldes, das etwas gro-
Ber als a ist. Abb. 4 behandelt den Fall m =0 fiir
y-Werte von 1 bis 6 und a,-Werte von 0 bis 0,9 fir
drei verschiedene Fille von P (P=0,1; P=0,5;
P =0,9). Man sieht, dal a,> mit zunehmendem a,
abnimmt. Auf das Vorzeichen von a, kommt es nicht
an. Das Vakuumfeld hat also einen stabilisierenden
Einfluf}. Abb. 5 bringt den Fall m =1 fiir dieselben
Parameter. Es zeigt sich ein interessantes Verhalten,
das man auf Grund der diskutierten Grenzfille ver-
stehen kann. Fir grofle Wellenzahlen hat das Va-
kuumfeld a, unabhingig vom Vorzeichen stets einen
stabilisierenden EinfluB. Im Falle kleiner Wellen-
zahlen dagegen entscheidet das Vorzeichen von a,
ob es einen stabilisierenden oder einen destabilisie-
renden Einflu hat (letzten Endes kommt es natiir-

06

Abb. 4. Numerische Werte fiir ap® im Fall m=0.

G. LEHNER

P=05

\.09
02 4 6

y—

02 4 6
Abb. 5. Numerische Werte fiir ap? im Fall m=1.

lich immer auf den destabilisierenden Einfluf} an; es
bildet sich gerade die Instabilitdt aus, die einen sol-
chen Schraubensinn hat, da} das gegebene Feld ay
destabilisierend wirkt). Man kann an der Abb. 5 se-
hen, wie die Grenzfille ineinander iibergehen. Fiir
grollere Werte von y wiirden sich jeweils alle Kur-
venpaare, die demselben a, dem Betrag nach ent-
sprechen, einander asymptotisch ndhern.

Insgesamt kann man sich folgende Vorstellung
machen. Man hat zwei Plasmaoberflachen, die unter-
einander und mit den metallischen Leitern verkop-
pelt sind. Die Kopplung hingt von der Art der Sto-
rung, d. h. von m und k derart ab, da8} sie fiir grofle
m oder k klein, fir kleine m und k& grof} ist. Die
Kopplung an den &ufleren Riickleiter ist besonders
wichtig. Ohne diesen aufleren Riickleiter namlich ist
eine volle Stabilitdt nicht moglich. Er mufl nahe
genug am Plasma sein. Dies ist auch beim normalen
Pinch der Fall. Nach RosexsLuta ® mufl beim nor-
malen Pinch der dimensionslose Riickleiterabstand
R <5 sein. Wie gro R beim Hohlpinch héchstens
sein darf, geht aus den durchgefiithrten Rechnungen
nicht hervor. Es kommt aber nicht so sehr auf den
Zahlenwert an. Es besteht namlich ein grundlegen-
der Unterschied zwischen Hohlpinch und normalem
Pinch: Beim normalen Pinch beschrankt die RosEn-
BLutHsche Forderung das Kompressionsverhiltnis
des Plasmas. Beim Hohlpinch dagegen hat die
Grofle von R nichts mit dem Kompressionsverhilt-
nis zu tun. Auch im hochkomprimierten Zustand
des Plasmas kann man R klein genug halten.

AbschlieBend sei gesagt, dal die hier durchge-
fithrte Methode eine Liicke hat. Seit einer anderen
Arbeit von RosenBLuta!! weil man, daB es Sto-
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rungstypen gibt, die von dieser Methode nicht erfaflt
werden, und die von der Struktur der Plasmaober-
fliche selbst dann noch abhiingen, wenn diese als
unendlich diinn betrachtet wird. Newcoms und Kaur-
MAN 12 haben, von der eingangs erwihnten Methode
des Energieprinzips ausgehend, diese Storungen
zweiter Art fir den Hohlpinch mit beriicksichtigt.
Dafiir haben sie aber andere Einschrinkungen ge-
macht. Sie betrachten nur eine unendlich diinne

11 M. N. Rosensruth, Proc. 2. Int. Conf. on Peaceful Uses of
Atomic Energy, Genf 1958, Bd. 31, S. 85.
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Plasmaschicht, d. h., die hier P genannte Grofle ist
nur infinitesimal von 1 verschieden. So ist ein un-
mittelbarer Vergleich ihrer Arbeit mit der vorliegen-
den nicht méglich.

Ich danke Herrn Prof. Dr. E. Finrer, der mir diese
Arbeit ermoglichte, Herrn Dr. K. Haiy und Herrn Dr.
R. Cropura fiir anregende Diskussionen sowie Herrn
W. Gurmanx fiir die Durchfithrung der numerischen
Rechnung mit der G2 des Max-Planck-Instituts fiir
Physik und Astrophysik.

12 W. A. Newcoms u. A.N.Kauvrman, Univ. California Rad.
Lab. UCRL 5434 (1960).

NOTIZEN

On the Effective Ionization Potential of Atoms
in the Interior of a Plasma

By Donavp P. Ducros * and Ar1 BuLent CamsEL

Gas Dynamics Laboratory, Northwestern University,
Evanson, Illinois, U.S.A.
(Z. Naturforschg. 16 a, 711—712 [1961] ; eingegangen am 5. Mai 1961)

Ecker and WEeizeL! proposed that the electrostatic
contribution to the internal energy, Uy, of a plasma
is given by

2e2aNe 1+712 €N,
Up= — /-

Ty o V8 D

where D is the DesyE length, @ is the average MapeLunG
coefficient, e is the electronic charge, N is the electron
density, ro= (V/N.)"* is the average separation distance
between particles of like sign, and V is the volume of
the plasma. The change in ionization potential AI due
to the electrostatic interactions in a singly ionized
plasma is given by

AL = py®' + e — o (2)

where u®l is the electrostatic contribution to the chemi-
cal potential, and the subscripts 0, 1, and e refer to
neutral particles, ions, and electrons, respectively. Using
well-known thermodynamic formulas to obtain the che-
mical potentials, 41 is found to be
8 eaNe's 1+)2 e
A==~ b O

(1)

Ecker and WerzeL have an additional factor of 3 in the

* Present Address: Plasma Propulsion Laboratory, Republic
Aviation Corporation, Farmingdale, New York, U.S.A.
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second term. This appears to be an error which was
also noted by TaEMER 2.

The validity of Ecker and WEeizerL’s hypothesis is not
obvious, and in fact, it has been subject to some criti-
cism by TremMer 2 3 who suggested, among other things,
that @ may be near zero. Ecker and WeizeL 4 3 replied
to these comments. The second term of Eq. (3), except
for the numerical factor, is the DesyE—HiickEeL ® term,
and is well-established theoretically. However, the vali-
dity of the first term is somewhat unclear.

The first term can be examined in the light of a
theory of electrolytes developed by Beruin and Moxn-
TROLL 7 for the case of point ions and small fluctuations.
BerLin and MontroLr found that the thermodynamic
functions changed their analytical form at a critical
density which can be obtatined from

D mi= o 4)

where the summation is over all of the charged particles
in the plasma and n;=N;/V. For a gas containing only
singly charged ions and electrons, the critical electron

density is
L i @

necrit -
27\ e

where k is BoLtzmaNN’s constant and T is the tempera-
ture. At T=10,000 °K, for example, nc°rit=3.44-101°
cm ™3, For charged particle concentrations less than the
critical value, the Desye—HiickeL expressions hold. For
concentrations greater than the critical value, more
complicated expressions apply. The chemical potential

4 G. Ecxer and W. Weizer, Z. Naturforschg. 12 a, 859 [1957].

5 G.Ecker and W.Wenzer, Z. Naturforschg. 13 a, 1093{1958].

¢ P. Desve and E. Hicker, Phys. Z. 24, 185 [1923].

7 T. H. Beruiy and E. W. Montrorr, J. Chem. Phys. 20, 75
[1952].



